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準備 放物線C: Y =flxy: ac'tbetfmmmm定義ほした 解法 2-2 . 方向 ベクトル
円. IC

'

4 Y( 接線l の傾きはは: IGφC に l
名前 っけに

､

点 p : ( cos θ , sin θ ) 点 P ののC座標を代入してLacosc

点 θ : (- Cos θ , sino ) OL θ L 900 よ ｡
2

β の 方向ベクトルの 10 を Ic .

d= ( 1 . 2acoso )
@ P
→

まずは解法～のでなるべく計算量が 少なく 0 d
v

なるように 工 ました 解法を 紹介 します｡ OP
'
: ( Cos θ , sinO) であり

P上dなのでOp'd= 0

{TEPY : b の 値 を 特定する
よ2 Cosθ× I - sinθ× IACOs θ : 0～ ～

解法~り 点 P
.

点α を通る条件 ～
1

A= -
1

あは2 -M と同 に ( = ( s なり
点 P を 通 るので sin θ= f1 cozo ] sinQ= acos'otbcosotc

2 S

点αを通るので
､
δin θ= f ( -coso) sinQ = acos

'

θ - bcosotc ここまでがいいの最短の解法(分 )

OL θ 90より Cos θ も0 なので b = o

し
足 } 他の解法は下に 紹介

｡

接線の 当程式 や 接する条 などを使う
辺 の 引 7, θ= 2 bcos θ ので 計算 が増えます

｡

解法 3 - 1 .放物線 と 円 を連立( 9 Cを 消去]
解法 1. .対称性 の利用 Y ( b = o を 求めたあ τ か 5 ]
右図のように 与えられたグうコには Y= A'tC

は軸 に 関 する 対称性がある｡ や { xy: 1 を 連立

よて 放物線 の軸はは軸 であり C: T - g
を

代 Λ( て. y =a (u- g
'

y tc ' "ay ' y - a - C = 0
-

3

放物線 C は y = f1x) = Gの(Cmnmm
以下 コレを使うの

形

円と 放物線が ( y :sin θ で) 接するのでつまり b = 0 wiuim

D : 12- 4 . a . (- a- c1 = 0

4G
^

t 4 aC ←=0 … 4 ⑯接する
{TEP 2 : Qを特定し｡ C を 求める

e
解法の - 1 .傾きの利用 } と ④ を連立③ E }C =ay 'ty - G を 代入 し

点 P における 接線β 傾のきを 考 える｡ 4a
^

t 4a(ay
'

ty - alty =∞

8 P 4 ay 't 4 ay t = 0 考

I {c 1 : 299C なので 0 ( 2 ayt 1 ) : 0 y- 式 の 重解 この解法は
ln傾きは ､LACosQnm これが sinθ= S なので

アリなしベルの計算量
munnmum

Y
だと思います｡

また OP の 傾きが Tauθ なので:
-

Ʃd = s : A = -

2 s

1 l の傾きをlの傾 きは OPIl より -tanm 2通りに表 した ｡ 解法 3 -2 .放物線 ε 円を連立 しはを 消去 ]
よっ 2GCosθ : ～

l
( b = 0 を 求めたあ τ から 1 Advice

fan @
Y Y= AC'fc 円 と 放物線を連立する場合

A= -
ICose. tante { 9(Y : 1 を 連立 はを消去 (&(残 りをすると

y= Gの(¥ C をΛ して ( (ax4 e): 1 計算量が膨大になるのでオススイ
. G= -Ʃsinl a= -ad

: G
2
の4
+
/ 2act 1 ) '* CI =0 しません ｡ 証拠

⑨ に代入 して sin θ=- IICos
'

QtOtC 9C =COT θ E -COS θ 接するので
a
'

(OC- coS
θ

)(9[ +COSO
}

= G (o ( ≡cos' θ
)

となるはず
｡

"
c

. : I (st8]
, 9(= × としたときの (判割式) = 0 LX - Cos0]

2

1
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のC=Λ とおき (i ) G = is ne き 7 より C=
i$ cos

'

o - 2 z式
is( 9- s

^

) -
g

aX '
t

( 2 acYIXtc =
T = 0 … 5

: I [8 + 58 ]
判( 別式り = (2act 1 )2 =4a (c= 1 ) = 0

494 acth- 4 a* 4G^= 0 このとき fioc): ⑪ 9 (̂ - z (sts)だが､ これは
4944acty = 0 … 6 sinθ : f( cos θ ) を 満たさない｡ や

｡てみて 下 さい

らと 6 を 連立 すると , 5 が ( = O と 変 できるはずli:la =- のε き .( いτ 同様: C = z (sts) となり

闇雲 に 変形 すると 大変なので､ 方針 を 決める｡ sin θ : f(cosθ ) を 満存 す｡ 擦
計算量が多すぎて

C を 消去するとても 面倒 よてG =-
2s C= 8 (s +i )

E実的ではない

⑤×2 ょり 2 G↑^ *(4 2) Λ+ 2 (c:) = 0
6 4 aC= - 4 a:1 を 代入して 解法 3 - 3

.

3- 2 の 途中 で分岐 (恒等式リ
IG'

e
( - 4 Gt 1 ) ×+α(災 1 ) = 0 ↓× 8a

2 5 G29(4 + ( 2act 1 ) 9* C2 =O は

16 a ←
1
- 3294 ,

8
a %×+ 16 -16 a '= 0

G
= ( 9(+ 90｣ θ)

'

([ -cos θ
J
= o

☆ G
( 9(≡ cosθ )

?

= 0 と 因数分解 できるはず
6 を 2乗い 4a): [ 4 a :- 1

で

つまり

16G'ε : ( -4a - リを代入 G29(4 + ( 2act 1 )
nm

"C + C: l
'

nim =
a =(c: co'o)

"

は恒等式である｡
16 a
"

×
t

1 -32 a 4t8 a )λ+ ( -4 a-1) : 10
a

= 0

ーマ計算した
右1= G "

(

x4- 2c0s
0

. 9 (
'

+ Cos
4 θ )

16 a ←
(

- 32a 48 ayλ t (4aDm
"

=
0

= G29(4 -2
"

cos
'

fuumn
'

t a
'

cos
4θ
nn

なので 係を比較しし

4× - ( 4a:1 ) {: 0 @ 確かに 2乗 になた ! !

: λ :
4ac

4a
- l { 2acty = - 2a

'

co～～
T

= acoso～ ' *
2

ac
--2 a ' cos'o- 1

↓×4as 代入

Gr ( が 消 しづらいので: 両方残し↑ を 消す
｡

こっちの 方 が楽 4(: 49: 494cos4Q

AX 'T (RctHXtC 0 … 5
｢

6 H ≤ - 4 a: 4ac を代入
(- 2a~ c0,"0 - 1 ) : 4a: 494c0, 40

ー4a
4
t0
s
4 4a 'cosθty -40:: 494c0s40

G^λ
(

2 ac - 4 a :-4 adλ tc :[ - 49: 4ac 1 : 0 4G
( cos'

θ

- 1 ) + 1 : 0

G
^ X' ( -4a 2 - 2ac / X ←4at 4actc = 0 4G

'

sin
'

θ = 1 G=± 25 兆 3- 2 2同 じ 結論 .以下略

G[- 4a: 2ac ) λ t ( 2at ) : 0 考察
×- (2atc) と : ｡ 姐 : 5 も

.
ちゃいr 2乗 になた ! ! 3- 2 ほどではないけど､

これも 計算量が多 くて
i
. λ :

Iat (
このまま

続きき
a 答案には使えないレベル

X = (̂ =
2

atc で 接点は 9( : ± Los θ なので

1 cos 01 '
:29tc : . C . Acosθ - 2 a … ク

6 1に 代 Λ (2 4044a(acos
'

θ - 2 a) t = 0

4a
2 cosθ - 49

'

ty =0

4a 'sinθ= 1 a: ±
2d
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解法 3 では 両方 とも 関数 で 計算 しました｡ 解法 4 - 2
.

放物線の 接線 と 円

解法 4以降 では 片方 ず) 接線 にしてみます｡ ( b = o を 求めたあ ε から 1
違いを 比較してみて 下さい｡

m : y= Lacolθ (-coso)t sinθをか点 Ploid.sino) で接する
｡準備 D : C'4 φ: 1

点 P (CosQ, sinθ) における 放物線 ( の 接線Mはは: IGCosO(I- CosO) + sinθ M を D に 代入 する
円 D の 接線いは CosL1 [ 4sθ}φ= 1 の(

'
* 2a{ cosθ (α(- coso) +sino}

'

: 1
て

9(
'

4 4a
^

coso( C-cosθ"
t

4 asinθCo,θ( C-CosO) tsin
'

θ =Λ

解法 4 - 9
.

円の接線を 放物線線 どっちも 接線ε 関数を (4a
^

co
θ

ty ) 9 (' [-8 acos'+ 4asinθ coso) &(
( b = o を 求めたあ ε から 1 に 連立 → (判別式1= 0 → 重解

t 49
c

0s4
θ- 4 asinocosθ← sinθ- t = 0 … . 10

と 求めるだけ
C : y = -fic) : G &

'

IC c

n : (cosolct (sinθ) g= 1 とが 点 p (CosQ , sinθ) で接する
｡

D[4 = [4aCos30 tIasiuθcoso
2

- (4a^cosθt 1 ) [49
'

c0s40 - 4asiu@ cos
'

θ tsin'-Tnnm=0
h , y- sindlocoat sin'

0
を
. C に 代入 [ 4a'cosθ t2asinoP

-Eose

-sinoloiaactsin ' 0 =U
'

tC - (49
'

c0sθ+7) [4a
'

cos
'

θ - 4 asino - 1 ) = 0

16a
4
cos40 -16

a
'cs' 0su θ ←4

a

'sin0AsuO 2CoSθCT Csinθ-T= 0 … 8 ー ー
～

D
=

( Coso )2 -4 asinθ( Csinθ . 1 ) = 0
- (1604- 16a 't- 4 a'cos'o

～+ 4 'cos'θ- 4 asiuθ- 1 ) = 0
Cos
θ

-4aCsin + 4 asinθ= 0
49
'

siuθ + 4asinot= 0
苦

- sin
'

θ - 4 aesin
'

θ × 4 asinθ=∞
(2asiuθ t 7) 0

4- 9よりも計算量

C=
- sin
'

θ+ 4asino+ l
… ⑨

多くてダメ

4asin. q = - 式
1

以下略

⑧ に代入 して 接線 を使ったら計算量 が多 くなて

Asinoc
2

← Coso .C t
- sin
'

θ+ 4 asinθ ty
× sinQ - T = 0 使えなかった｡

4asinθ

Asino &
t

Coso.Ct
- sin'θ f 4 asinθ eh

. 1 = 0 最後に 接線同士 が 一致 する
4asinQ

4a
'
sin
'Ox ' +4asinOcosoe -sin ' o± 4asin -4a : 0 という 方針t で

4G'siyθ+ 4 asinθCoso+ Cos'θ= o 解法 5 接線 同士 が 一致

(29sinoctcoso ): 0 M : y : LaCos θ (C - coso) tsin θ

∴ (重解 ) = 一

cose n : (loso) 9( + ( sinθ ) φ= 1 の 2 ) が一致

Ia sinθ
M を 変形 して 2Gcoso (- は - 2acoetsiuenn

～

= 0
wirm

(重解 ) = Coθなので(節で接する ) sinθ= s りの 両[) × 2 a2 acos θ9 (t α asino は - 2a ニ 0
rom -mom

～ ｣
1Coso

Coso.
2asind

:
.

G :
2 S [ - 1=Lasin@-aacootsiuo-
-

2m

:
.
A = -

2ss
⑨ に代 Λ2 考察

C :
- S
'

τ 4× (- is ) ×St 1 やっぱり IC も
↑ コッチは (結果的に ) 使わなかたo

4 × 1 -Ʃ
g
) × s

2 計算量が多い 考察
コレは 計算量も少なくカンタンだった｡

: ^^ぇ s
｢ = I ( d +5 ) ベストアレサとして 使って 良解法､
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(2) 9
.

b . Cの値を代入し g (t) = 4t
3
+ 12t: 15tt4 とおく

物線C: Y :fioey =
-28xildtsl O <]によいて g (t) ≡ 0 となることを 示 す

fic] =θ から eg 'lt 1 : 12t
+

24t- 15

八 7 さ
: 3 [ 4t+ 8t - 5 )

2$ x= z (se5 )
のa β

= 3 ( 2t - 1 ) / att 5)

9C: s ( st 8) t 0
1 1 δ [z) = 4× z)1312z(:lixzt4王

: S Λ : .=± SF 1 glt) O f
“ ま t 3 - z t 4 = 0

の =
ー s '41 β :

s

' l τ おく

よ
｡ て 求 める面積 A は glt) Y O ?

増減表から 確かに git) 30

?
l'i'ry'" Mh "

以上 より A ≡ β が 示 された ｡

解法2 .相加相乗 を 利用
6 方針の 考察

= 01 × 2
s
(s ' ty )

3

1
など 分数関数には相加相乗が使えることがある｡

Cnm 3

=

3157 A = 3 [s49)=
2 59

Ʃ

とすると 分数関数 になる｡
3 {③

nm

3

2
立

て )
3

い↑*)みい
“こ(3 ) 解法す : 2乗しい 大小比較

A :
3[ s1)

3 1 )

方針の 考察 5
'
: t c すると (octc ^ }

3

カッコの 中 へ

"A ≡βを示 す (
t
'
= ]3 :

s
^ なので A = ③ t

'tr 主

3

A =

3[ 5y]zと 今 の 両方ともγがある｡
ヒ

は( - OCはの [, o で単調増加なので 書かなくてもよい
よて A 30 (βo) を 示 しなよで A- 3 z 0 を 示す｡ } 重

t
'
t 1 中身のMinと 全体のMin が

A =

3s ( s¥9 )
i
,

oL : 0 c0 < 90' で s = sinθ ' 0 ) ち
が 最 れの 時 に A も最小 になる｡ 同時に起こることを指摘｡

これを 書くことで
β 20 より t

'
t ↑

= ピ 't 3文字の相加相乗を
中身だけ 調でてよくなる

A ≡ } E 3A ? }なのでA :330を 示す t 使､2 .右辺 を定数 に
l l しするために 次数 を調整

A33
= ピ t

2t
｢

2 t
movow

=

984

(
s *1 )

3
. 3 ( 3 文字の ) 相加相乗平均の 関係から この 変形 のおで

の 半の 七 が

=

4(5) ' 3 × 952 ^
しキャンセルされるる

t ' tzttzt ≥ 3 ×st * 2t 3

952 2 t
3
tl 2

:

4St 125 * 12st
4

- 2752 t '
t
zt zt ≥

2 .

A =

3 t

982 し見やすくする ≡
2 ゑ 豆

ため {
3
: t

等号成立はピ
2:I

今回は µn を社必要はなくお水
3

×
ュ

とおく otcl 2司

=

4t12 t: 15tt4 <

:
: ン 2 }｢③

3

を 示せばよいので
≤ 凶

9t ヘココが O以上 になばより
9

.
の時

不要 ｡
了 Q

= 字
mumw

0ctcへを満たす｡ よ
｡ て 証明 された

｡
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解法 3 : 実数解 を 持つ条件 [逆像法 ) 解法4 : Tan で 置換 からの 置換

方針の 考察 方針の 考察

分数関数の値域は 相加相乗が使えない場合でも､ $
2
← ↑ という 式 はよく Tar で置換する｡ Y+ tunθ :

Co'
d の 公式で 変いが 進む｡

I R
｣
とおき

｡
等式にしたらえで 実数解を持 つ条 (逆像法) を使うと 理系(数耳 ) でよく使 ら技術ですが文系の問題でもたまに有｡

求められる｡

解法の( の 途中 から ) A =

3 s

(
s 't ^ )

で
” において s = fan φ eお

octcl におけるピΛ の 範囲 を知るために 実数解を持つ 条件を使う
｡

Ψ の 範囲は O' K θ (90 から OLS Λなので O <φ<450 [ocφ<
七

(逆像､法 ] 3 でも 可 )

ピ
'
+ 7

= k とおく (K は実数 )
A :

3 tang

( l + tan'φ )
:

t
I

s

22
乏 1

ピktt 1 = 0 ε Lて
.
tが 実数解 を持つ 条件 を調べる

々

3 fanφ Cossq
=

3 tanφ
×

cos3φ

2
Otcl か ? t'htt= 0となる実数 が存在する { Kの 値域 =

3 sinφ cor
'

φ
-

3 sinφ ( l . sine
～

n

⑭ 見通 しのよ関数になった｡
曲線条 目的関数 逆像

よ2 . Aの値域を 知 るにはsine( -sinmm値域がわかればよい｡

hit1 : t'.htth とお < とh
'
lt1 : 3tk

sinφ =Pnnm とすとsinφLl. sin
'

φ) = P (T -
p

)でこのままでは計算
( ; ) k ≡ 0 のとき h

'

(t) 2 ∞ なので :h ( t) は単韓周増加 OC φ( 45からOKP < I できないので

さらに置操
t oL " ) このとき ｡ hit ) = 0は 実数解を IIDに P ( % -

p

) とおとI '( p ) = -3ptH より
blty 十 持たない｡

h(t) ln }
7

t L1
1

写

hity 十 O

(:; ) た ) 0 の c き h 'it ) = 0 )t = h(t1 (0 ) ? “ 感 ! {
k

t ⑥ )
3

( M )

増減表 より
､

hlt) ー 0 ャ よ, て O < I ( P )
≤3

Hlt 1 = O が 実数解を持 つ

b(4 (1 ) ゝ β 2( k) 2
条件は hl. h 1 ≡ 0 λ ココが 負 なら

A :
3 ICD ]

なので

2hlsk = (

F )- R + 1 ≡ 0
OK

A ミ
3 ×

3B
= β

sk sk kkt 1 ≡ 0

よっ 2 示 された｡
2

-

3. B
ks

← T ≡ 0

KE
'

主 3√
3

:
.
Kシ
B

7 22

k20 から 両飄 ③乗する

以上 から K の 値域は K ≡
2
形 @ 解法と 同じ

結論

以下略


